Proyecto: A través del tiempo.

La percepcion relativa del tiempo.
«Hay muchas similitudes entre el desarrollo del conocimiento
en un nifo y el desarrollo del conocimiento en la ciencia.»

Jean Piaget.

Propuesta para el alumnado.

Presta atencidn a los siguientes hitos del conocimiento matematico:
* Aprender a contar y tener la idea de "nimero".
* Realizar operaciones aritméticas: suma, resta, multiplicacion y division.
*  Emplear numeros negativos.
* Manejar fracciones (numeros racionales).
» Utilizar raices cuadradas (nimeros irracionales).
* Calcular areas de figuras planas. Teorema de Pitagoras.
» Calcular volumen de cuerpos tridimensionales.
* Proporcionalidad de figuras. Teorema de Thales. Trigonometria.
» Abstraccion y manejo del algebra.
* Resolver ecuaciones de primer y segundo grado.
* Resolver otros tipos de ecuaciones polinémicas.
* Representacion de gréficas de funciones.
* Asociar una probabilidad a un suceso aleatorio.
» Estadistica para obtener informacién de una poblacion.

Como puedes comprobar, en los epigrafes anteriores se repasan (gruesamente) la mayoria de
"temas" que has estudiado en matematicas a lo largo de los afios que llevas en el Sistema
Educativo. Vamos a reflexionar sobre el proceso de adquisicion de estos hitos.

Actividad 1.- Primero individualmente, piensa y escribe: ;Qué conceptos o ideas conoces
alrededor de estos hitos y sois capaces de recordar? Tras la reflexion individual, ponedlo en
comun con los comparfieros en pequefios grupos.

A primera vista, podria parecer que la lista anterior es efectivamente el indice de temas de un
curso concreto, o de los temas que cada afio se ven (en mayor o menor profundidad) desde la
Educacion Primaria a la Secundaria. Sin embargo, también podrian referirse a cédmo el ser
humano ha ido adquiriendo estos conceptos a lo largo de la Historia.
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Actividad 2.- Reflexiona con tu grupo y argumenta:
a) ¢ Crees que se refieren a una evolucion histérica o a lo que hace una persona concreta?
b) ¢ Estan temporalmente ordenados? En caso negativo, ordena como crees que suceden.

Vamos a analizar las dos vertientes en las que podemos entender los items propuestos, para
posteriormente compararlos. Comencemos por la vision individual de cada uno:

Actividad 3.- Realizacién de una nube de tags para plasmar visualmente una ponderacion del
tiempo que le puede llevar a un individuo aprender sobre los temas propuestos.

a) ¢ Cuanto crees que ocupa cada parte en el proceso de aprendizaje de una persona concreta?
Asigna un porcentaje y realiza, en consecuencia, tu propia nube de tags.

b) Comparad ahora las nubes obtenidas por diferentes personas y debatid si son similares y si
reflejan realmente la informacion inicial.

Como hemos mencionado, los items propuestos no siempre "estuvieron ahi". Los babilonios no
trabajaban con numeros negativos, los arabes no conocian el concepto de probabilidad y en la
llustracion no se manejaban estadisticas para saber las caracteristicas de una poblacion. Algunos
procesos fueron largos caminos de maduracion cognitiva, y otros aparecieron espontaneamente.
En cualquier caso... en algun momento tuvieron que surgir y afianzarse estos conceptos, pero...
¢,Cuando?

Actividad 4.- Analiza histéricamente cada uno de los items propuestos.

a) Retoma las respuestas de la actividad 2, jcuando crees que se alcanzé cada hito en la
humanidad?

b) Investiga cuando ocurri6 realmente y realiza una linea temporal que refleje los intervalos en los
que evolucionaron estos sucesos.

Actividad 5.- Finalmente, vamos a comparar la evolucién de un ser humano en particular con la
de la evolucion histérica como colectivo.

a) Compara los pesos asignados en la nube de tags con respecto al tiempo que llevo alcanzar
cada logro en la linea temporal. ¢ Encuentras similitudes?

b) En la Unidad 2 de Geografia e Historia has trabajado con el afio 1 de varias civilizaciones.
¢,Cambia la linea temporal al cambiar el afio de referencia?

c) En la Unidad 1 de Geografia e Historia trabajaste con los grandes periodos historicos. ¢ Ves que
los hitos propuestos formen parte de las caracteristicas genuinas de cada uno de esos periodos?
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Guia para el profesorado.

Introduccion.

La Unidad Didactica "Percepcion relativa del tiempo" es una propuesta de reflexién metacognitiva
sobre los propios procesos de aprendizaje individuales para ponerlos en comparacion con los del
ser humano. Las actividades de los alumnos estan pautadas en cuatro sesiones, habiendo
algunas de reflexion y trabajo personal junto a otras de volcado en pequefios o gran grupo.

Esta propuesta esta pensada para ser desarrollada en cualquiera de los cursos de 3° 0 4° de la
Educacion Secundaria Obligatoria, si bien es preferible hacerlo en el ultimo de ellos por la
madurez y cantidad de conceptos que se deben recordar de forma simultanea. De hecho, un buen
momento para esta reflexién seria el final del curso, tras la finalizaciéon del periodo ordinario y
como tarea de ampliacién durante la ultima semana del curso.

La primera sesion pretende poner de manifiesto la dualidad individuo/especie y como cada uno de
los conceptos se puede entender alcanzado segun esta doble mirada. En la segunda sesion se
atiende a la adquisicion individual de los conceptos, mientras que en la tercera se pretende
reconstruir el proceso seguido por el ser humano en su evolucion matematica. Por ultimo, la
cuarta sesion invita a la comparacién entre ambas visiones para reflexionar si la trayectoria
individual de cada ser reproduce a pequefa escala la de la humanidad en global.

Sesion 1.

Actividad 1.- Se propone una primera lluvia de ideas sobre conceptos relacionados a los
epigrafes propuestos. Los grupos deben apuntarlas en cada uno de ellos y ver cuantos procesos
recuerdan en relacién a cada uno. Se espera que de los epigrafes numéricos sean capaces de
recordar bastantes cosas mientras que de los demas iran encontrando dificultades. La interaccion
grupal hara aflorar mas ideas que la reflexién individual.

Actividad 2.- Con el objetivo de crear un primer borrador de linea del tiempo, se propone que el
alumno, o los grupos de alumnos, realicen una tentativa de ordenacion temporal histérica sin
ninguna otra informacién que su propia experiencia. Es muy probable que la ordenacién que sigan
sea muy similar a la que se desarrolla en los curriculos. En la sesiéon 3 se desmontara esta falsa
concepcion.

Sesion 2.

Actividad 3.- A partir de las ideas recopiladas en la sesion 1, cada alumno debe reflexionar
primero sobre cuanto tiempo ha invertido a lo largo de su vida en aprender sobre cada uno de los
conceptos propuestos. Tras la reflexion, hay que ponderar numéricamente y construir una nube de
tags (se puede primero realizar una asignacion porcentual y después utilizar alguna herramienta
online como https://www.abcya.com/games/word_clouds para generar la nube, aunque también
podria realizarse a mano). La imagen visual de la nube deberia dar una buena idea del tiempo
invertido en cada item a lo largo de la vida del alumno.
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Sesion 3.

Actividad 4.- En la linea temporal primeramente debe debatirse la escala en la que se debe
trabajar. Si se realizan tramos por siglos, los primeros hitos quedaran muy alejados. Si se realizan
tramos mas grandes seran los ultimos avances los que queden excesivamente comprimidos. Se
debe aprovechar este debate para retomar los conceptos de escala y, sobre todo, de
proporciones.

Sesion 4.

Actividad 5.- Por ultimo se propone la comparacién de las actividades de la sesién 2 y la sesion
3. Se espera que los alumnos reflexionen sobre el largo proceso hasta llegar a la idea de niumero
en la humanidad, en relacién a como aprende a contar un nifo; la dificultad para dominar el
manejo de operaciones con numeros negativos; en qué momento realizamos el paso a la
abstraccién algebraica y como, a partir de ahi, tanto los individuos como el conjunto de la
civilizacién humana tiende a acelerar en la adquisicién de nuevos hitos.

Como puede verse, los items propuestos son en realidad hitos del desarrollo matematico. Algunos
de ellos, de hecho, intimamente ligados al momento del desarrollo cognitivo del ser humano y
también al ambiente reinante en ciertas épocas. En las actividades cabe una respuesta
relativamente abierta, pues en ocasiones no esta bien determinado cuando se alcanzan los éxitos
en el manejo y comprensién de cada concepto. A modo de guia, una breve resefia de cada uno de
ellos (pueden suprimirse algunos o afiadir otros, a voluntad del docente y/o los alumnos).

* Aprender a contar y tener la idea de "ntimero".

Alrededor del 20.000 a.C. el ser humano ya realizaba conteos por asociaciéon "uno a uno".
La muestra mas antigua conservada es el hueso de Ishango, que tiene muescas que
podrian proceder de un conteo. Alrededor del 3000 a.C. la idea de numero (en tanto que
para mencionar un numero no se necesita contar todos los precedentes) parece ya
asentada y surgen los primeros sistemas de numeracién. El 0 como ente propio no se
asentara hasta pasado el s. Il d.C.

* Realizar operaciones aritméticas: suma, resta, multiplicacion y division.

Las operaciones aritméticas surgen practicamente al tiempo que se desarrolla la economia
de las civilizaciones sumerias, en el afio 3000 a.C. El manejo de los numeros naturales y
en especial de los numeros primos se conocia ya en Grecia. La numeracidon romana
obligaba al uso del abaco, pero con la introduccion de las cifras indo-arabigas (origenes
indios alrededor del 50 a.C.) en Europa alrededor del s.XIll en el Liber Abaci de Fibonacci,
se desarrollan los algoritmos de calculo.

* Emplear numeros negativos.

Cardano aun los consideraba aun "numeros falsos" (y eso que ya flotaba en el ambiente la
idea de numero complejo) y no se aceptan plenamente hasta el s.XVI-XVII. Su dificultad
cognitiva radica en representar cantidades que no se corresponen con una realidad
palpable, a diferencia de los niUmeros naturales.
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Manejar fracciones (numeros racionales).

Las fracciones ya se utilizaban en civilizaciones babilénicas, aunque preferian el uso de
fracciones unitarias (numerador 1) y con denominadores divisores o multiplos de 60.

Utilizar raices cuadradas (numeros irracionales).

En Babilonia, alrededor del 2000 a.C. ya hay testimonios en tablillas sobre manejo de
raices cuadradas. Los pitagoricos descubririan la irracionalidad de raiz de dos y raiz de
cinco.

Calcular areas de figuras planas. Teorema de Pitagoras.

Alrededor del 2500 a.C. los agrimensores ya utilizaban angulos rectos y la terna pitagérica
3-4-5 en la arquitectura egipcia es habitual. EI Teorema de Pitagoras fue conocido y
difundido por éste sobre el s. VI a.C. a raiz de sus viajes de juventud. El calculo de areas
de poligonos regulares se conoce desde la época griega, aunque para el céalculo general
de recintos cerrados no poligonales sera necesario esperar al concepto de integral (s. XVII)
con algunas excepciones como las lunulas de Hipdcrates o la parabola de Arquimedes.
Los Elementos de Euclides (300 a.C.) son la obra cumbre de la Geometria griega.

Calcular volumen de cuerpos tridimensionales.

Hay testimonios de que alrededor del 2000 a.C. los egipcios calculaban volumenes de
algunas figuras, incluso, truncadas. Tanto el volumen como el area hacen uso de procesos
aproximados de calculo asi como de burdas aproximaciones de pi. Las férmulas de
volumen y area se deben, entre otros, a Eudoxo y el método de exhauscién (que en el
fondo es un no muy riguroso paso al limite que se justificaria con muchos siglos después).

Proporcionalidad de figuras. Teorema de Thales. Trigonometria.

La proporcionalidad en términos numeéricos esta en cierta manera oculta en la teoria de
proporciones geométricas atribuida a Eudoxo en el s. IV a. C. y recogida, claro, en Los
Elementos de Euclides. El teorema de Thales se le atribuye a éste a raiz de su medida de
la altura de la piramide de Keops, y es un caso particular de proporcionalidad de figuras en
el sentido anterior. En cuanto a la trigonometria, el hindi Aryabhata manejaba ya
conceptos de seno y coseno.

Abstraccion y manejo del algebra.

Diofanto escribe "Aritmetica" como el primer tratado que aborda un algebra abstracta. A la
escuela italiana del Renacimiento se les llamé "los cosistas" pues literalmente usaban la
palabra "cosa" para denotar una incognita (es posible que la denominacién de x para la
variable surja de conservar la palabra xai del arabe al traducir al latin). Aun en el s. XVI se
escribia sin una notacion contraida, la simbologia +, - , =... se debe a Recorde y la
notacién de potencias y raices no se consolidaria hasta la obra de Descartes.

Resolver ecuaciones de primer y segundo grado.

En el papiro Rhind figuran resueltas ecuaciones lineales. En las civilizaciones indias, desde
alrededor del 100 a.C. hasta Brahmagupta (alrededor del s. VI-VIl) se van sucediendo
casos particulares que culimnaran con la obra de Al-Khwarizmi (s. 1X) en el que se
resuelven todos los tipos de ecuaciones lineales y cuadraticas.
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Resolver ofros tipos de ecuaciones polinbmicas.

Omar Jayyam (s. XI) trata las ecuaciones cubicas y Bashkara también algunas particulares
de grado cuatro. Ruffini descubre su regla de division investigando sobre la resolucion de
ecuaciones. Las relaciones de Cardano-Viéte permiten obtener tanteos para la regla de
Ruffini cuando las soluciones son enteras o racionales. Una férmula general fue obtenida
por Tartaglia para grado 3 y Cardano para grado 4. De grado 5 en adelante no existe una
férmula general (Galois y Abel en el s. XIX).

Representacion de gréficas de funciones.

Aunque el manejo de funciones estaba extendido, no existié una definicion formal hasta el
s. XVII cuando Descartes, y posteriormente Newton y Leibniz, desarrollaron la el calculo
infinitesimal. La notacion f(x) es debida a Euler en el s. XVIII y la definicion actual de
funcidén es de Dirichlet en el s. XIX. Las funciones lineales y cuadraticas se utilizaron
largamente en relacion a fendmenos fisicos, a partir de la evolucidon de un fenédmeno con
respecto a la variable de tiempo, a través de la expresién analitica.

Asociar una probabilidad a un suceso aleatorio.

Pascal y Fermat hablan en el s. XVIl de los primeros conceptos relacionados con la
probabilidad a partir del problema de "la partida interrumpida”, siendo Huygens el primero
al que se le reconoce terminologia rigurosamente probabilistica. En el s. XVIII Laplace y
Bayes formalizarian resultados para sucesos discretos, pero una correcta teoria de la
probabilidad en variables continuas deberia esperar hasta el s. XIX y el desarrollo de la
teoria de la medida.

Estadistica para obtener informacién de una poblacion.

La estadistica surge a finales del s. XVII y principios del s. XVIII en relacién a las tasas de
mortalidad estudiadas, entre otros, por De Moivre. En realidad la estadistica descriptiva se
habia utilizado siempre, aunque su sistematizacion en relacién a la probabilidad para poder
realizar deducciones poblacionales (estadistica inferencial) no llegaria hasta el s. XIX.
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